
 

大学院入学試験対策模試        名前 解答例          

数学 その 1 

第 1 問   

(1) 行列𝐴 = (
−5 6
−4 5

)の固有値，固有ベクトルを求めよ． 

(2) 𝐶−1𝐴𝐶が対角行列となるような正則行列𝐶を求めよ． 

(3) 𝐴2𝑛(𝑛は整数)を求めよ． 

[第 1問の解答箇所（裏面利用可）] 

 

(1) |𝜆𝐸 − 𝐴| = 𝜆2 − 1より，固有値𝜆 = ±1 

固有値それぞれについて，固有ベクトルを求める（計算過程略） 

𝒑 = (
1
1

)，𝒒 = (
3
2

) 

(2) 𝐶 = (𝒑 𝒒)とおくと，det𝐶 = −1より C は正則で， 

𝐶−1𝐴𝐶 = (
1 0
0 −1

) 

(3) (𝐶−1𝐴𝐶)2𝑛 = 𝐶−1𝐴2𝑛𝐶 = (
12𝑛 0

0 (−1)2𝑛) = (
1 0
0 1

) 

𝐴2𝑛 = 𝐶𝐶−1𝐴2𝑛𝐶𝐶−1 = 𝐸 = (
1 0
0 1

) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

採点  



 

数学 その 2 

第 2 問  球 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1 の 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0の部分をΩとし，∂Ω(Ωの境界)の球面部分を𝛤と

する。 ベクトル場 𝒇 = 𝑥𝑧𝒊 + 𝑦𝑧𝒋 + 𝑥𝑦𝒌 について， ∫ 𝒇・𝒏𝒅𝑺
𝛤

を以下に指定する二通りの

方法により求めよ。 但し，単位法線ベクトル 𝒏 は Ω の外へ向くものとする。 

(1) 面積分を直接計算せよ 

(2) ガウスの発散定理を用いて計算せよ． 

[第 2問の解答箇所（裏面利用可）] 

 

(1) 𝛤上で𝒏 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑡 より， 

 ∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆
𝛤

= ∫ (𝑥𝑧𝒊 + 𝑦𝑧𝒋 + 𝑥𝑦𝒌) ∙ (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝑑𝑆
𝛤

 

   = ∫ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦)𝑧𝑑𝑆
𝛤

 

球面上を極座標変換で表すと，𝑥 = sin 𝜃 cos 𝜑 , 𝑦 = sin 𝜃 sin 𝜑, 𝑧 = cos 𝜃より， 

∫ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦)𝑧𝑑𝑆
𝛤

 

= ∬ *(sin 𝜃 cos 𝜑)2 + (sin 𝜃 sin 𝜑)2 + (sin 𝜃 cos 𝜑)(sin 𝜃 sin 𝜑)+ cos 𝜃 sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
0≤𝜃≤𝜋 2⁄ ,0≤𝜑≤𝜋 2⁄

 

= ∬ *sin2𝜃 + sin2𝜃 cos 𝜑 sin 𝜑+ cos 𝜃 sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
0≤𝜃≤𝜋 2⁄ ,0≤𝜑≤𝜋 2⁄

 

= ∬ sin3𝜃 cos 𝜃(1 + cos 𝜑 sin 𝜑)𝑑𝜃𝑑𝜑
0≤𝜃≤𝜋 2⁄ ,0≤𝜑≤𝜋 2⁄

 

= (∫ sin3𝜃cos𝜃
𝜋 2⁄

0

𝑑𝜃) (∫ (1 + sin 𝜑 cos 𝜑)
𝜋 2⁄

0

𝑑𝜑) 

= [
1

4
sin4𝜃]

0

𝜋 2⁄

[𝜑 +
1

2
sin2𝜑]

0

𝜋 2⁄

 

=
1

4
∙

𝜋 + 1

2
=

𝜋 + 1

8
 

(2) ガウスの発散定理より， 

∫ div𝒇𝑑𝑉
Ω

= ∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑉
∂Ω

 

∂Ω = 𝛤 ∪ 𝛤𝑥 ∪ 𝛤𝑦 ∪ 𝛤𝑧において，𝛤𝑥，𝛤𝑦上では𝒇・𝒏 = 𝟎であるから 

∫ div𝒇𝑑𝑉
Ω

= ∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆 + ∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆
Γ𝑧Γ

 

∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆
Γ

= ∫ div𝒇𝑑𝑉
Ω

− ∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆
Γ𝑧

 

 

 

採点  



 

右辺第一項について， 

∫ div𝒇𝑑𝑉
Ω

= ∫ 2z𝑑𝑉
Ω

= 2 ∭ 𝑟 cos 𝜃𝑟2 sin 𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑
0≤𝑟≤1,0≤𝜃≤𝜋 2,0≤𝜑≤𝜋 2⁄⁄

 

= 2 (∫ 𝑟3𝑑𝑟
1

0

) (∫ sin 𝜃 cos 𝜃𝑑𝜃
𝜋 2⁄

0

) (∫ 𝑑𝜑
𝜋 2⁄

0

) 

= 2 ∙
1

4
∙ [

1

2
sin2𝜃]

0

𝜋 2⁄

∙
𝜋

2
=

𝜋

8
 

 

右辺第二項は， 

∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆
Γ𝑧

= ∫ 𝑥𝑦(−1)𝑑𝑆
Γ𝑧

= − ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥2+𝑦2≤1,𝑥,𝑦≥0

 

= − ∫ 𝑟 cos 𝜃𝑟 sin 𝜃𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
0≤𝑟≤1,0≤𝜃≤𝜋 2⁄

 

= − (∫ 𝑟3𝑑𝑟
1

0

) (∫ sin 𝜃 cos 𝜃𝑑𝜃
𝜋 2⁄

0

) 

= [
1

4
𝑟4]

0

1

[
1

2
sin2𝜃]

0

𝜋 2⁄

 

= −
1

8
 

以上より 

∫ 𝒇・𝒏𝑑𝑆
Γ

=
𝜋

8
+

1

8
=

𝜋 + 1

8
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

数学 その 3 

第 3 問  次の定積分の値を複素積分により求めよ． 

(1) 𝐼 = ∫
sin2𝜃

1−2𝑎 cos 𝜃+𝑎2

2𝜋

0
𝑑𝜃 (0<a<1) 

(2) 𝐼 = ∫
𝑑𝜃

1−2𝑎 cos 𝜃+𝑎2

𝜋

0
𝑑𝜃 (0<a<1) 

[第 3問の解答箇所（裏面利用可）] 

 

(1) 𝑧 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃とおいて代入すると， 

𝐼 = ∫
−

1
4 (𝑧 −

1
𝑧)

2

1 − 𝑎 (𝑧 +
1
𝑧) + 𝑎2|𝑧|=1

𝑑𝑧

𝑖𝑧
=

1

4𝑎𝑖
∫

(𝑧2 − 1)2

𝑧2 (𝑧 −
1
𝑎) (𝑧 − 𝑎)

𝑑𝑧
|𝑧|=1

 

0<a<1 より，|𝑧| = 1の内部にある特異点は z=0(2位の極)と z=a(1位の極) 

Res(𝑓: 0) = lim
𝑧→0

[𝑧2
(𝑧2 − 1)2

𝑧2 (𝑧 −
1
𝑎) (𝑧 − 𝑎)

]

′

= 𝑎 +
1

𝑎
 

Res(𝑓: 𝑎) = lim
𝑧→𝑎

[(𝑧 − 𝑎)
(𝑧2 − 1)2

𝑧2 (𝑧 −
1
𝑎) (𝑧 − 𝑎)

] = 𝑎 −
1

𝑎
 

𝐼 = 2πi
1

4𝑎𝑖
(𝑎 −

1

𝑎
+ 𝑎 +

1

𝑎
) = 𝜋 

(2) cos𝜃 =の周期性を用い，さらに𝑧 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃とおいて代入すると， 

∫
𝑑𝜃

1 − 2𝑎 cos 𝜃 + 𝑎2
=

𝜋

0

1

2
∫

𝑑𝜃

1 − 2𝑎 cos 𝜃 + 𝑎2

2𝜋

0

 

=
1

2
∫

1

1 − 𝑎 (𝑧 +
1
𝑧) + 𝑎2|𝑧|=1

𝑑𝜃

𝑖𝑧
= −

1

2𝑖
∫

𝑑𝜃

(𝑎𝑧 − 1)(𝑧 − 𝑎)|𝑧|=1

 

0<a<1 より，|𝑧| = 1にある被積分関数の特異点は z=a(1位の極) 

Res(𝑓: 𝑎) =
1

𝑎2 − 1
 

∫
𝑑𝜃

1 − 2𝑎 cos 𝜃 + 𝑎2
=

𝜋

0

−1

2𝑖
× 2𝜋𝑖 ×

1

𝑎2 − 1
=

𝜋

1 − 𝑎2
 

 

 

 

 

採点  



 

数学 その 4 

第 4 問   

(1) 次の微分方程式を解け 

𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑥2 + 1 

(2) 定数係数線形方程式の特殊解を求めよ 

𝑦′′ − 2𝑦 = 𝑒2𝑥 + sin 𝑥 

[第 4問の解答箇所（裏面利用可）] 

 

(1) １階線形微分方程式の標準系 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) に直す 

𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 = 𝑥 +

1

𝑥
 

同次方程式 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 0 を解く 

𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 = 0 とすると，

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥
𝑦 

これは変数分離形なので，両辺積分すると， 

𝑦 = 𝐶𝑥(C:積分定数) 

今求めた解の積分乗数を𝑥の関数𝐶(𝑥)とし，元々の微分方程式に代入する．(定数変化法) 

𝑥(𝐶′(𝑥)𝑥 + 𝐶(𝑥)) − 𝐶(𝑥)𝑥 = 𝑥2 + 1 

𝐶(𝑥) = 𝑥 − 𝑥−1 + C 

𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑥に𝐶(𝑥) = 𝑥 − 𝑥−1 + Cを代入すると， 

𝑦 =  𝑥 − 𝑥−1 + C 

(2)特殊解の求め方は色々とあるので，一例を示す．講義ベースの求め方が簡単 

𝑦′′ − 2𝑦 = 0の基本解を求める．特性方程式をつくると， 

𝜆2 − 2 =  0 

∴ 𝜆 = ±√2 

ゆえに基本解は， 

𝑦1 = 𝑒√2𝑥，𝑦2 = 𝑒−√2𝑥 

特殊解を求める．𝑦1，𝑦2のロンスキー行列式Wは 

W = |
𝑒√2𝑥 𝑒−√2𝑥

(𝑒√2𝑥)
′

(𝑒−√2𝑥)
′| = | 𝑒√2𝑥 𝑒−√2𝑥

√2𝑒√2𝑥 −√2𝑒−√2𝑥
| = 2 

𝑄(𝑥)=𝑒2𝑥 + sin 𝑥とおくと，特殊解𝑣(𝑥)は， 

𝑣(𝑥) = −𝑦1 ∫
𝑦2𝑄(𝑥)

𝑊
𝑑𝑥 + 𝑦2 ∫

𝑦1𝑄(𝑥)

𝑊
𝑑𝑥 

計算すると， 

𝑣(𝑥) =
𝑒2𝑥

2
−

1

3
sin 𝑥 

採点  


